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RESUMO: Este trabalho trata da andlise de estabilidade de
sistemas lineares com atraso variante no tempo a partir da teoria
de Restricbes Quadraticas Integrais. Em particular, a analise de
estabilidade considerando-se a combinagdo cénica de diferentes
multiplicadores para o operador atraso de interesse é comparada
com a analise via uma condigao de ganho pequeno considerando-
se o atraso como uma dindmica linear incerta variante no tempo e
de ganho limitado. Duas aplicagbes numéricas permitem comparar
o conservadorismo das abordagens.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas com atraso.
Quadraticas Integrais. Atraso variante no tempo.

Restricbes

1. INTRODUCAO

A analise de estabilidade de sistemas com atraso incerto €
objeto de estudo ha bastante tempo [1][2]. Sabe-se que a pre-
senga de atrasos no sistema pode degradar significativamente a
resposta transitoria, ou até mesmo levar a instabilidade. Muitas
das vezes, o atraso decorre de uma limitagdo fisica, onde a
disponibiliza¢do da informagdo em varias partes do sistema
ao mesmo tempo ndo € possivel [3]. Ha diversos sistemas que
apresentam esse tipo de fenomeno devido as suas caracteris-
ticas intrinsecas, tais como linhas de transmissdo em sistemas
elétricos, redes pneumaticas e hidraulicas em sistemas mecani-
cos, ou ainda processos quimicos [4]. Em casos criticos como
o de sistemas distribuidos, a robustez em relagdo ao tempo de
atraso deve ser explicitamente abordada [5].

Dentre as ferramentas disponiveis na literatura para a
analise de estabilidade de sistemas com atraso variante no
tempo, destaca-se a analise via Restrigdes Quadraticas Inte-
grais introduzida por [6], mais comumente conhecida como
analise IQC (do inglés, Integral Quadratic Constraints). O
ferramental IQC constitui uma ferramenta poderosa para a
analise de sistemas dindmicos complexos potencialmente
contendo elementos ndo-lineares, incertos, ou, COmo no pre-
sente caso, atrasos. A teoria IQC ¢ tdo flexivel e geral que ela
compreende como casos particulares, por exemplo, a chama-
da analise-u para sistemas incertos [7], ou ainda o problema
da estabilidade absoluta para sistemas com ndo-linearidades
do tipo limitadas em setor [8].

O cerne da abordagem IQC consiste em se identificar
restri¢des quadraticas integrais satisfeitas pelo operador de
interesse. Em [6] sdo apresentadas algumas restrigdes para
o operador de interesse modelando o atraso no presente tra-
balho. Em [9], o problema da anélise de estabilidade para
sistemas com atraso variante no tempo via IQC ¢ mais pro-
fundamente discutido.

Em [10], é discutida uma abordagem um pouco diferente
para o problema da analise de estabilidade de sistemas com
atraso. Nesse trabalho, a ideia central consiste em se tratar o
atraso como uma dindmica linear variante incerta no tempo.
O critério de estabilidade ¢, entdo, obtido a partir da aplica-
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¢do de uma condigao classica de ganho pequeno.

O objetivo principal do presente trabalho € discutir a ana-
lise de sistemas lineares com atraso variante no tempo via o
formalismo IQC, em particular mostrando que a abordagem
do tipo ganho pequeno em [10] pode ser encontrada equi-
valentemente a partir do ferramental IQC. Dois exemplos
numéricos apresentados permitem mostrar a flexibilidade da
formulagao IQC de [9] a0 mesmo tempo que permitem di-
mensionar o conservadorismo na abordagem do tipo ganho
pequeno em [10].

O artigo esta organizado da seguinte maneira. Na Se¢ao
2 sdo apresentados os fundamentos da analise de estabilidade
via restri¢des quadraticas integrais. A analise de estabilidade
via IQC no caso particular de sistemas com atraso ¢ discuti-
da em seguida na Secdo 3. Na Secdo 4, ¢ discutido como a
abordagem do tipo ganho pequeno de [10] relaciona-se com
o formalismo IQC. Por fim, na Secédo 5 sdo apresentadas duas
aplicagdes numéricas ilustrando os pontos discutidos ante-
riormente. Uma vers@o para conferéncia do presente artigo
foi publicada no CBA 2018.

Notag@o: Os simbolos R, R™ e R™™, representam o
conjunto dos numeros reais, o vetor coluna real com m ele-
mentos e a matriz real com n linhas e m colunas; Ce C%0
conjunto dos nimeros complexos e o eixo dos niimeros com-

plexos; S e H" o conjunto das matrizes simétricas e Hermi-

tianas de ordem n, respectivamente. As notagdes L7 e L7,

denotam o espaco das func¢des quadraticamente integraveis,
com coeficientes em R™, definidas no intervalo (-00,00)e 0 es-
paco L3 estendido, respectivamente. A notagdo RL_denota
o conjunto de fungdes racionais proprias com coeficientes re-
ais sem polos no eixo imaginario, enquanto que RH_ denota
o subespago de RL _, conjunto de fung¢des racionais proprias
com coeficientes reais sem polos no semiplano direito com-
plexo; RLTZ*™ ¢ RHZ™ denotam, respectivamente, o con-
junto das matrizes m por n com elementos em RL,_e RH_. A

notagdo Y(J®) denota a transformada de Fourier de um dado
sinal y (¢). O limite minimo e maximo de f'sobre o conjunto E
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sdo representados por 0f f(x) e pout f(X), respectivamente.

Anotagio 9°f éa fungao composta de g com f. Dada uma
matriz M, M" ¢ a sua transposta, M a transposta conjugada,
se MelH", a notagdo M >0 (“> “,< e <) denota uma matriz
positiva definida (semi-definida positiva, negativa definida e
semi-definida negativa) e diag(M,,...,M ) ¢ a matriz bloco

diagonal com M, como i-ésimo bloco.2.

2. PRELIMINIARES

Restricdes Quadraticas Integrais, chamadas no presente
trabalho por seu acronimo em inglés, IQC, sdo desigualdades
empregadas na analise de sistemas dinadmicos para descrever
operadores sobre sinais. Constituem-se em uma ferramenta
poderosa para se analisar sistemas dindmicos complexos pos-
suindo elementos ndo-lineares, variantes no tempo e incertos,
entre outros. Introduz-se a seguir a definicao precisa de IQC.

Defini¢do 1 Diz-se que dois sinais u € L3'[0,0) ey €

LIZ[O. ) satisfazem a IQC definida por II: jR +» ¢HmEm
se

(o]
yGo)" o [Ple)
f ﬁ(iw)] fGe) [a(jw)] dw 2 0. (M
—00

Via de regra, o denominado multiplicador 11 em (1) pode
ser qualquer fungdo Hermitiana mensuravel. Na maioria dos
casos, porém, ¢ suficiente se utilizar de fung¢des racionais li-
mitadas no eixo imaginario. Neste trabalho, considera-se que
o multiplicador M(jw) é racional, hermitiano, e que pode ser
decomposto em blocos da forma.

I 1 (/(’J) Ho (]w)
M5 (o) Ma(jw)

Considerando-se um operador limitado no espago L, entdo
o multiplicador define uma forma quadratica em L, dada por

on(yw &2 <m,n([y1)>

o= [l o

f [y(/w)
u(j )

Percebe-se, assim, pelo teorema de Parseval, que a IQC
(1) descrevendo a distribui¢do de energia no espectro de fre-

quéncias pode ser equivalentemente reescrita no dominio do
tempo como 6, (y,u) = 0.

() = [ @)

G)

N(jw )[Z(] )]d

ALY e O«

G(s)

Fig 1: Representagdo de sistema realimentado
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Considere, agora, o sistema em malha fechada represen-
tado na Fig. 1, descrito por

{y(jw) =&G(o)u(jw) &+ &f(jw), 4)
u(jw) = &AMY(jw)) &+ &e(jw),

com G ¢ A operadores causais em L3,[0, ) ¢ LIZQ[O, ),
respectivamente. Os sinais f € Lb,[0,00) ¢ e € L5,[0,0)
desempenham o papel de ruidos e perturbagdes da interco-
nexao.

A interconexdo da Fig. 1 representa uma abstracdo na
qual se divide um sistema originalmente complexo em dois
subsistemas realimentados mais simples. Assume-se que G
¢ um operador linear invariante no tempo, com funcdo de

transferéncia G(s) em RHX™, e que o operador A possui ga-
nho L, limitado. Este ultimo ¢ o elemento do sistema que
traduzird um componente nao linear, variante no tempo ou
incerto.

O teorema a seguir, introduzido por [6], representa a fer-
ramenta de analise central no presente trabalho.

Teorema 1: Seja G(s) € RHZ™ | e seja A um operador
causal limitado. Se:
1. paracadap € [0,1], a interconex@o de G e pA ¢ bem
posta;
2. paracadap € [0,1],aIQC (1) definida por IT ¢ satis-
feita por pA;
1. existe €> 0, tal que, Voe[0,0)

[G(II"")]HH(jw) [G(Jl'w)] < —el, Q)

entdo a interconexao entre G ¢ A em (4) ¢ estavel.

A inequagdo (5) ¢ uma desigualdade matricial no do-
minio da frequéncia (ou FDI, do inglés Frequency Domain
Inequality), portanto, de dimensio infinita. Na andlise de es-
tabilidade de um dado sistema, uma vez encontradas as IQC
que satisfazem o Teorema 1, o passo seguinte ¢ transformar
o conjunto infinito resultante de restricdes no dominio da fre-
quéncia de (5) em uma condi¢do computacionalmente trata-
vel, através do lema de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)
[12][13].

Entretanto, a principio, as condigdes do Teorema 1 ndo
sdo triviais de serem verificadas, no sentido de que nem sem-
pre € uma tarefa simples encontrar uma IQC, definida pelo
multiplicador I1, que satisfaca os itens. Assim, um tema ativo
de pesquisa ¢ a identificagcdo de IQC satisfeitas por operado-
res de interesse pratico. Na Secdo 3, serdo apresentadas IQC
de interesse para a andlise de sistemas com atraso.

Em consequéncia do Teorema 1, se forem satisfeitas as
condigdes 1 e 2, o teste para saber se o sistema possui esta-
bilidade se traduz em verificar a validade da condicdo (5).

E também importante notar que se pA satisfaz as IQC
definidas por IT, , i =/,...,n entdo a combinagdo coOnica X,
I+.x II,x >0 também define uma IQC para pA. Logo,
uma condicdo suficiente para a estabilidade ¢ a existéncia
das variaveis escalares x,,..., x, > 0 tais que (5) valha para

Im2 x1H1 +eexy Hn

As IQC oferecem uma forma matematica de tratar siste-
mas complexos através de modelos de sistemas simplifica-
dos. Na pratica, um sistema complexo que apresenta varios
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elementos incertos concomitantes, pode ser representado por
blocos elementares. Assim, com esta modelagem, uma tinica
IQC (representativa do sistema com todas as incertezas) €
convertida em um conjunto de IQC que descrevem os subsis-
temas menores. Obter IQC que representem os subsistemas
ndo ¢ uma tarefa trivial, como ja apresentado, e, portanto,
esta ¢ uma parcela importante da analise. Encontradas as
IQC representativas dos subsistemas, a questdo da estabili-
dade do sistema geral se resume na solugdo direta da EQ. (5),
1QC geral do sistema.

Considere, por exemplo, o caso em que o bloco A ¢é
constituido por n sub-operadores A, i = 1,...,n de modo
que A="diag”(A ,...,A ). Seja o vetor de entrada dividido
de forma correspondente, y = [ y,...y, ], de modo que y,
representa a entrada do i-ésimo bloco A.. Supde-se que cada
bloco A, satisfaz uma IQC definida por um multiplicador II,

y,(®)

correspondente, isto &,
Lol m (o=
() Ay, ) - ©

e que o respectivo multiplicador I1, (jw) ¢ particionado da
forma

T

01 (w) M,(jw)

M () MisGw) M

I;(jw) = [

Entdo, nesse caso a incerteza total satisfaz a IQC (1) com
o multiplicador

N(jw) = [ diag(Ily1Gw), -, 1 w))

diag(nl,o (iw)H' Y l—In,o (jw)H)
diag(nl,o(fw),---,Hn,o(fw))] ®
diag(Il; 2 jw), -+, M2 w))

onde a diagonal principal ¢ formada por duas matrizes
diagonais, uma com os elementos IT, ,..., II | ¢ a outra com
I1,,, [T , que sdo os elementos das dlagonals principais dos
II, . Da mesma forma, a diagonal secundaria do multiplicador,
¢ composta por outras duas matrizes diagonais, com o0s
elementos elementos IT, ,....IT eIl H Hn,o”’ elementos

no Lo °°

das diagonais secundarias dos II.

Na literatura, ¢ possivel encontrar IQC para diversos
elementos, tais como nao linearidades limitadas em setores,
incertezas, operadores passivos, etc [11].

Um dos impulsionadores da andlise de sistemas por
IQC ¢ o fato de o problema poder ser tratado por meios
computacionais de forma bastante eficiente, o que ¢ possivel
através do lema KYP.

No presente trabalho, assume-se que os multiplicadores
podem ser fatorados por

N(jw) = Y(w) PY(jw), ©)
onde P éumamatrizreal simétrica, representadapor LMIs,
e ¥Y(jw) uma matriz de transferéncia. Convenientemente,

para essa classe de multiplicadores fatorados por (9), a FDI
original (5) pode ser reescrita pela substituigdo

§Gw) = wGw)[“U], (10)

fazendo com que a inequagdo adote a forma que ¢ estudada
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versdo generalizada do Lema de KYP apresentada a no Lema
1.
Lema 1: [11] Seja P € S’e G € RL™* admitindo uma

realizagio (A, B,C,D), com A € R " e A(A)NC’ =¢.
Entdo, as duas condigdes a seguir sdo equivalentes:
¢ valida a FDI

§(w)"PG(jw) < 0. an
existe uma matriz tal que
I oo x oj[l o
A Bl X 0 o0flA B|<O. (12)
¢c D 0 0 >Pilc D

A equivaléncia persiste para manter:

* desigualdades ndo estritas se, adicionalmente, o par
for controlavel,

+ igualdades se, adicionalmente,
for controlavel.

¢ Hurwitz e o par

3. ANALISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS COM
ATRASO VIA 1QC

3.1 Formulagao do problema

Considere o sistema linear com atraso variante no tempo

x(t) = Ax(t) + Agx(t — 7(t)), (13)

com AeAy € R matrizes constantes, ¢ 7(t) um pa-
rametro desconhecido variante no tempo que satisfaz
0<1(t) <70, |T@®)|<d, Vt=0. (14)
Deseja-se analisar a estabilidade do sistema (13) para a
classe de atrasos definida por (14).
Os dois operadores definidos a seguir sdo de particular

interesse para o presente trabalho:

D (y(®) = y(t —T(®)), (15)

S:(y(®) = y() — y(t — (V). (16)

No lema abaixo sdo apresentados limites sobre o ganho

1
dos operadores D, e S, o .

Lema 2 [9] Suponha que d < 1, e considere o conjun-
to de fungdes diferenciaveis Y = {s(t)|s(t) € [0,7o],
[5(8)| < d,Vt}. Entdo:

1 (17)
su —
T(t)pyll Oy, = Ty
s 1
Su o — =Ty
r(t)gY s L, 0 (18)

E interessante notar no Lema 2 que o limite sobre o ga-
nho L, de D, depende do limite sobre 0 médulo da taxa de
varia¢do temporal de 1, mas ndo depende diretamente de t,.
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Por outro lado, o limite sobre o ganho L, de S+ °§ depende
de 1, mas ndo do limite sobre a taxa de variagdo temporal.
Na analise de estabilidade do sistema (13), o primeiro pas-
S0 consiste em se rearranjar o sistema na forma da intercone-
x30 de G e A apresentado na Fig. 1 ¢ descrito pela equagao
(4). Inicialmente, seja a equagdo de estado (13) reescrita como

x(t) &= Ax(t) + Agx(t — T())

&= (A + Ax(®) = A (x(®) - x(t = 1(®))).  (19)
Seja a saida da planta nominal definida como
y(t)y=x(r). (20)
Desse modo, a Eq. (19) pode ser reescrita como
O &= U+ 40x0) A (YO =y =T®)). 5

y(t) &= x(t).
Definindo-se A £ §,, tem-se entdo que o sistema com
atraso (13) pode ser reescrito na forma
x(1) &= (A + Ag)x(t) — Aqu(®),
y() &= x(1),
u(t) &= A(y (D).

(22)

A descrigao acima corresponde exatamente a configura-
¢do G—Aem (4), com

(23)

A+ Ay|l—
oo - [

3.2 IQC SATISFEITAS PELO OPERADOR

Sao apresentadas agora IQC satisfeitas pelo operador S
conforme discutido em [9]. Essas IQC serdo consideradas
no Teorema 1 para a analise da estabilidade do sistema com
atraso (13).

Inicialmente, note que se |T| < d < 1, entdo o operador
satisfaz a [QC

My = (24)

0 X,

com X; =X; > 0. De fato, decorre dos limites do Lema
2 que

y(t) y(t)

T el

[oe]

1
e ROl
- [ 2@ Do)

1 1 1
=14 Iley(t)II2 - IIX?Dr(y(t))II2

1 1 1
= = IXE @, ~ DXy, = 0.

O resultado acima permite mostrar que, se |T| <d <1
para todo ¢, entdo o operador §; satisfaz a IQC
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d
m=|1=g%t %1, (25)
X4 X
com Xq = Xl > 0. Note que
Sr(y(t)) &= y(t) - }’(t - T(t)) (26)
&= y(t) - D.(y(®),
de modo que
D.(v(®) = y(@®) — S (y(®)). @7

Como o operador D:. satisfaz a IQC Il , tem-se que

oy T ()

f [@ (y(t))] “®< 2. () )‘“

” y@o T [ ORI (28)
S:(v(©) S (y(t)) '

Ou seja, o operador S, de fato satisfaz a IQC definida
por I1,. O resultado acima estd sumarizado na proposigdo a
seguir.

Proposi¢io 1 Suponha que |7| < d < 1. Entdo, o opera-
dor §; satisfaz qualquer IQC definida por I, em (25), com
X1=X,=0

A seguir serdo apresentadas mais trés IQC satisfeitas pelo
operador 8; . Provas das proposigdes podem ser obtidas em [9].

Proposi¢io 2 Suponha que 0 < 7(t) < tpequet| <d <1
, para todo. Entdo, o operador S, satisfaz qualquer IQC de-
finida por

., = |[eGe)?[x, 0 (29)
0 -X;|
onde X =X’2 =0, e ¢(s) ¢ qualquer fungdo de

transferéncia racional limitada satisfazendo

1 1
lp(jw)| > &1 + ——&,se 1p|lw| > 1+ ,
$(w) T 0 =4 (0)
1
[p(w)| > &To|w] &, seplw| <1+ Nepr
Um exemplo de ¢(s) que satisfaz (30) é
1352 + c1p8 31

¢(s) =k

1252 + atys + ke’

com k=1+ a = V2kcparac € RY,

1
vi=d’
Proposiciio 3 Suponha que 0 < 7(¢) <7 e que 7| <d <2,

para todo ¢. Entdo, o operador St satisfaz qualquer IQC de-
finida por

- =[|B(iw)2|X3 0 ] (32)

0 X3’
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comX; =X 3 > 0, e qualquer func@o de transferéncia  (s) que
satisfaca

BUw)| =2 g(w) +6,YVw ER, (33)

para S§ERT e

8

o] > =
,selw| > —,
Z—d TO

i i
sen<—>| ,selw] < —.
To To

Um exemplo de fungdo de transferéncia B (s) que satisfaz
a equacao (33) ¢

(34

2—d

22 +atgs+b (35)

com k=./8/(2—d),a=/65+2b,b=V50,c=/125¢e 8

€ um niimero positivo arbitrariamente pequeno.

Proposicao 4 O operador satisfaz qualquer IQC definida por

2,2
M,(jw) = [Tow Xy 0 ]‘

S (36)

com X3=Xy20,

Note que a fungdo G deve ser estritamente propria para se
poder usar a IQC I1,.

Alista de IQC validas para o operador S_estd sumarizada
na Tabela 1, de acordo com o limite maximo sobre o mddulo
da taxa de variagdo do atraso.

Tab 1: Validade das IQC para o operador

1QC validas
d<1 1<sd<2 d=2
n, v
n, v
n, v v
|'|4 4 v v

4. ANALISE DE ESTABILIDADE VIA CONDICAO DE
GANHO PEQUENO

Nesta sec¢do, ¢ discutida a analise de estabilidade do sis-
tema com atraso variante no tempo (13) através da aborda-
gem em [10], na qual o atraso ¢ modelado como uma incerte-
za LTV e a estabilidade é verificada através de uma condicdo
do tipo ganho pequeno.

Considere a seguinte classe de operadores LTV incertos
repetidos diagonalmente:

A, 2 (A(() = [6(,(6) s,

16 € RL, [181l,, <7}

(37

Considere, também, as seguintes classes de matrizes:

D, 2 {D € R™!:det D # 0}, (38)

RMCT VOL.36 N°1 2019

D,; 2 {dl;:d € R,d # 0}, (39)

P,2{P=D"D:DeD,} (40)

A condi¢do de ganho pequeno apresentada no lema a se-
guir pode ser obtida a partir do formalismo IQC do Teorema 1.

Lema 3 Seja G(s) € Rﬂgm, € seja uma dindmica LTV
incerta repetida diagonalmente pertencente a classe A . Entdo
a interconexao da Fig. 1 € estavel para toda incerteza admis-
sivel se

|pG()D7Y| <y LD ED,. (41)

Prova. Mostra-se facilmente que A€A satisfaz IQC para o
multiplicador.

P 0
M= [0 _y_zp],PEPr

(42)
De fato,
1) bl
o (43)

([ o 1 [ y®
—_[o 6] sl

1 2 1 2
= b3y, -2 ||D7A(y(t))||2 >0,

A tltima desigualdade em (43) vem do fato de que
161l,, = ¥ e da linearidade de 3, de modo que

2

||D%A(y(t))||z = ”A(D%y(t))”z

! 1 2
Js(ohc0)

[ 2
=Y bl
<v2 ) (Ao,

=1 i=1

]

1 2

-2 2
=y ”Diy(t)”-
2 (44)

Desta forma, a circunstancia suficiente de estabilidade
dada pelo teste (5) do Teorema 1 com o multiplicador de
(42), torna-se

i \HpH Y —v2pHp <
G(jw)D"DG(jw) —y2D"D < —el, 45)

V(D € [0, Oo)l
e ¢ atendida quando uma incerteza representativa de uma

dindmica LTV satisfaz a condigdo de estabilidade de (41). O

O teorema a seguir apresenta uma condigao de estabilidade
a partir do resultado do Lema 3.
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Teorema 2 [10] Suponha que a matriz A+ A, ¢ Hurwitz,
e seja

M(s) £ —(Ag+ A (s — (Ag + A1) 14, — A, (46)

Entdo, a dindmica com atraso (13) sujeito as condigdes
(14) ¢ estavel se qualquer uma das condi¢des abaixo for ver-
dadeira:

L. 1M, < 70"
5 Dierll)fd"D_l]AVI(s)D"w <1,
3. nf ID~*M(s)D]|, < 75l

Prova. O sistema com atraso (13) pode ser representa-

do na forma G-A em (4) alternativamente com A £ S, o % e
com planta nominal G(s) dada por

A+ Agl—Ay
G(s) &= [A y —Ad]

-1
&= —(Ag+ AD(sI — (Ag + A1) Ay — A4y,

correspondendo a M(s) em (46). De acordo com o Lema 2,

1
St°< €A para y = 1, Entdo, a condigdo do item 3 pode
ser obtida a partir da aplicacdo do Lema 3 considerando-se a
planta nominal em (46). As condigdes nos itens 1 e 2 decor-
rem do fato de que {I}cD cD.

Da prova do Teorema 2, conclui-se que as condigdes
apresentas naquele teorema estdo em ordem decrescente de
conservadorismo. Cabe destacar também que a prova do Te-
orema 2 € baseada no fato de que o ganho L, do operador

Spo % €4, ¢ limitado por 7. Ora, esse mesmo fato € uti-
lizado para se mostrar que o operador satisfaz a IQC para
I1,. Conclui-se, assim, que o resultado contido no Teorema 2
¢ equivalente a analise IQC para o operador com a IQC para
I1, apenas. Note que as condigdes no Teorema 2 independem
do valor d, o que explica seu potencial conservadorismo.

O 1tultimo resultado a ser apresentado no teorema a
seguir corresponde a consideracdo do operador diag

1 ., c A
(8o ;.ST °o—o®D;) como constituido por duas dindmicas
LTV incertas repetidas diagonalmente.

Teorema 3 [10] Suponha que a matriz A+ A, € Hurwitz,
e sejam

M) =[] (51 = (Ao +4D) a4, A3 47)
I 0
. I (48)
0
vi—d

Entdo, a dindmica com atraso (13) sujeito as condi¢oes
(14) ¢ estavel se qualquer uma das condic¢des abaixo for ver-
dadeira:

1. IM()P|l, <71p!
. I 0 15 I 0 -1
2. Mt [0 d‘11]M(s)P[o d1]||w<T° ’
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; ~17y ~1
5. pinf IDTM(s)PDI, <5,

inf
4. D1,D2€D,

D, 071! D, 0
o b, PP Dz”

<Ta1
[e/e]

A prova do Teorema 3 acima ¢ andloga aquela do Teorema
2. Ela baseia-se no fato de que o sistema com atraso
(13) pode ser representado na forma G — A em (4) com

1
A 2 diag(Sro—, 8. ° 3° D:) e com planta nominal dada por
G (s)

A+ Ay —A4A—A5
G)&=|"T (&0 "0
1 0 0

&=[1] (51 = 4o+ 40) '[a14, 43,

correspondendo a M(s) em (47). Note que, de acordo
com o Lema 2,

1 1
STOEODT STOE

<
L,

1D, = (49)
L,

To
vi—d
Assim, trata-se do caso de um operador misto com

1 1
Ay =S;ecely28:07°Dr gnde os  sub-operadores
sdo tratados como uma dindmica LTV incerta repetida
diagonalmente com limite sobre o ganho L, de 1, €

79/V1 — d respectivamente.

5. APLICACAO NUMERICA

Sdo discutidas a seguir duas aplicagdes numéricas, nas
quais sdo comparadas a analise de estabilidade via IQC da
Secdo (3) com a analise via ganho pequeno apresentada na
Secdo (4).

5.1 Exemplo 1

Considere o sistema linear com atraso variante no tempo
da forma (13) com

-04 -1 _[-01
A= -0,2 —0,4]'Ad‘[ 0

-0,4
-0,3

Para esse sistema, retirado de [10], deseja-se analisar qual
o valor maximo de atraso para o qual o sistema permanece
estavel, para diferentes limites sobre o modulo da taxa de
variacdo do atraso.

Inicialmente, ¢ realizada a analise IQC da Secdo 3, na
qual a planta é representada na forma da interconexdo G —A

A+ Ag|—Ag
com o operador A dado por St, obtendo G (s) = [ i |T e
A =S _. Nesta andlise, a condigdo de estabilidade € verificada
pela aferi¢do ponto a ponto da factibilidade das LMIs, que na
verdade traduzem a FDI associada a analise IQC.

O resultado da analise de estabilidade via IQC para esse
problema esta sintetizado nas Fig. 2 e 3, nas quais consta a
curva do valor maximo de atraso 7, que a planta suporta antes
da instabilidade em fungdo da taxa de variacdo maxima d
para o atraso.

O primeiro passo para o calculo do valor maximo de atra-
S0 que o sistema comporta para cada valor da taxa de va-
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riacdo elencada consiste em construir, para um determinado
limite sobre a taxa de variagdo do atraso, as fun¢des auxilia-
res ¢(s) e B(s) de acordo com (31) e (35), respectivamente.

Em seguida, ¢ verificado se a LMI de estabilidade dada
por (12) € exequivel para um hipotético atraso na taxa
desejada. Esta fase da analise baseia-se em um algoritmo que
implementa o método da bissegdo. Neste método, € suposto
um intervalo qualquer onde o valor hipotético do atraso
maximo se encontra. Aqui a taxa € considerada como fixa. O
aperfeigoamento dos limites desse intervalo ¢ incrementado
a cada passo, na medida que o intervalo vai se reduzindo
até estar dentro de uma margem aceitavel. Para cada teste
¢ resolvida a LMI correspondente tomando o valor da taxa
constante ¢ obtendo, assim, o valor do atraso como resposta.
Em seguida, ¢ feita a devida altera¢@o no limite superior ou
inferior do intervalo de teste, dependendo se foi encontrada
ou ndo uma solucdo possivel para a LMI. O processo se
encerra quando o intervalo converge para um valor dentro da
precisao exigida. Alcangado o valor, o processo € retomado
para o proximo valor de interesse de taxa de variagao.

No trabalho, o algoritmo foi implementado no MATLAB
e os calculos das LMIs foram efetuados pelas ferramentas
YALMIP e SEDUMI, que s3o uma plataforma para
construcdo de problemas de desigualdade de matrizes e um
solucionador de desigualdades, respectivamente.
-=-1QC (11, T, e 11,)

-+ 1QC (11, 1T, e 11,)
—-1QC (I1,, IT,, Me I1,)

@ .

Atraso maximo (t,)

06 oa 1 1.2 14 16
Taxa méxima de variagdo do atraso (d)

Fig. 2: Analise IQC para a planta (50)

---Teorema 2
——Teorema 3
—=-1QC (I1,, 11, e I1,)

Atraso maximo (t,)

o 0z 04 06 08 1 12 14
Taxa maxima de variagao do atraso (d)

16 18 2

Fig. 3: Atraso maximo admitido pela planta (50) obtidos por
diferentes técnicas.

Da analise da FIG. 2, evidencia-se uma constatacao feita
em [9]: a de que o ganho em se considerar o multiplicador ¢
praticamente nulo, de modo que esse multiplicador pode ser
desprezado na analise.

Na Fig. 3 € comparado o resultado da andlise via IQC e
via Teoremas 2 e 3. Conforme esperado, é possivel se con-
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firmar que o resultado obtido via Teorema 2 é equivalente ao
obtido via analise IQC para o operador $; com Il4 apenas.
Ainda na FIG. 3, fica evidente o conservadorismo do Teore-
ma 3, em decorréncia de se considerar o atraso como uma
incerteza LTV limitada em norma.

5.2 Exemplo 2

Considere, agora, o seguinte sistema apresentado em
[14]:

K0 =y5 _sglx@+[% Alxc-t@). 6

O resultado da andlise do maior atraso tolerado pelo
sistema, analogamente ao realizado no exemplo anterior, ¢
mostrado na Fig. 4. Também na presente aplicagao, observa-
-se que a contribui¢do de II, € desprezivel, de modo que €
mostrado o resultado da analise com os multiplicadores IT ,
IT, e IT, apenas.
[— Tet:;rema 2.

——Teorema 3
—1QC (11, 11, e I1,)

Atraso maximo (t,)

0.2 0.4

06 08 1 l..- l‘«' 16
Taxa maxima de variagdo do atraso (d)

Fig. 4: Atraso maximo admitido por (51)

Sabe-se que esse sistema ¢ estavel para qualquer valor de
atraso constante. Esse fato ¢ confirmado na analise IQC mos-
trada na Fig. 4, onde se observa que a tendéncia da curva ¢
seguir assintoticamente o eixo vertical para tendendo a zero.
O fato de ndo haver um valor maximo de atraso corrobora
que o sistema ¢ sempre estavel para um atraso constante. No
entanto, o sistema ndo ¢ estavel independentemente do atra-
so. A andlise IQC revela o comportamento da estabilidade a
medida que uma maior taxa de variacdo ¢ admitida para o
atraso.

Os resultados dos Teoremas 2 e 3 também sdo apresen-
tados na Fig. 4. Novamente, o resultado obtido via Teorema
2 € equivalente ao obtido via andlise IQC para II, apenas,
e a analise via Teorema 3 se revela mais uma vez bastante
conservadora.

6. CONCLUSOES

No presente trabalho, foi discutida a analise de estabilida-
de de sistemas com atraso variante no tempo a partir da teoria
IQC. Comparou-se a analise via IQC com uma analise via
condigdo de ganho pequeno, associada ao tratamento do atra-
so como uma incerteza. As aplicagdes numéricas apresenta-
das evidenciaram o conservadorismo da abordagem do tipo
ganho pequeno, quando comparada com a analise via IQC.
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