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RESUMO: Este trabalho introduz, novas caracterizacies do tipo De-
signaldades Matriciais 1ineares (LML, do inglés Linear Matrix Ine-
qualities) para andlise de desempenho robusto tipo de sistemas Lineares
a Parimetros Varidveis (LPV) on quasi-L.PV; por meio do uso de
Fungies de Lyapunov (FL) assintoticamente -quadriticas. Os novos al-
goritmos se baseiam em nma técnica recente de andlise de estabilidade gne
utiliza gradeamento paramétrico por meio da expansao da Transformada
Wavelet Haar das fungoes de dependéncia paramétrica do sistema e na
busca de FL assintoticamente -quadriticas, ou seja, FL com dependéncia
guadritica e relacio aos estados do sistema e assintoticamente em rela-
¢do aos pardmetros variantes no tempo. O método ¢ aplicivel a sistemas
com qualquer tipo de dependéncia paramétrica e a dominios paramétri-
cos irregulares, propriedades ansentes em outras técnicas de andlise de
desempenho  de sistemas LPV. Um exemplo numérico é apresentado
para validacio dos algoritmos propostos e comparacio de resultados com
aqueles obtidos por ontro método mais conservador.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas PV, Transformada Wa-
velet Haar. Desempenho Robusto

ABSTRACT: This paper introduces new Linear Matrix Inequalities
(LMI) characterizations to -type robust performance analysis of Linear
Parameter Varying (LLPV') systems, via asymptotically -quadratic
Lyapunov Functions (LF). The new algorithms are based in a recent
stability analysis technique that uses parameter gridding via Haar
Wavelet Transform of system parameter dependence functions and in
searching for asymptotically -quadratic LLF, i.e. LI having a guadratic
dependency on the system states and an asymptotically dependency on
the time-varying parameters. The method is applicable to systems having
any type of parameter dependency and to irregular parameter domains,
properties which are not present in other performance analysis techniques
of LPV systemss. Two numerical examples are used to validate the
proposed algorithms and to compare results with those obtained by a more
conservative method.

KEYWORDS: LPV Systems. Haar Wavelet Transforn: robust per-
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1. Introducao

istemas nao lineares podem ser modela-
dos, para fins de andlise e sintese, como
Lineares a Parimetros Variaveis (LPV)
ou quasi-LPV. A denominagao quasi-LPV se
aplica quando pelo menos um elemento do
vetor de parametros dependentes do tempo

¢ uma vari-avel endégena, ou seja, depende

também da prépria dinamica do modelo [1].
A analise de estabilidade e de desempenho
robusto de sistemas LPV continua a ser um de-
safio, a despeito dos notaveis progressos recentes
na teoria de controle de sistemas dinamicos, par-
ticularmente de controle LPV. A maior parte dos
métodos de andlise e sintese para sistemas incer-
tos ou variantes no tempo, baseados na teoria de
Lyapunov, mostra-se, muitas vezes, inadequada
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no caso particular de sistemas LPV. Primeiro,
porque se assume, geralmente, que os parame-
tros evoluem em algum politopo convexo, usual-
mente um hiper-retangulo [2,3], ou um simplex
[4-6]. Infelizmente, tal suposicio ndo é valida
para a grande classe de sistemas LPV em que o
conjunto de trajetérias paramétricas possiveis de-
fine dominios mais irregulares. Para contornar a
eventual ndo convexidade do dominio paramé-
trico, esses métodos recorrem a algum tipo de
técnica que estabeleca uma cobertura convexa
como, por exemplo, a apresentada em [7]. No en-
tanto, essas técnicas sao suscetiveis de introduzir
conservadorismos, uma vez que trajetérias nao
realistas sdo consideradas. Em segundo lugar,
os métodos existentes, em geral, sio capazes de
tratar somente uma classe limitada de dependén-
cias paramétricas das matrizes do sistema, basica-
mente linear [4,5,6,8], afim [2,3,9] ou racional
[10-12]. Consequentemente, esses métodos nio
sao capazes de tratar diretamente dependéncias
mais gerais encontradas em algumas aplicagoes
de grande interesse pratico como, por exemplo,
os modelos quasi-LPV que aparecem nos cam-
pos aeroespacial e da mecatrénica. Para aplicar
os métodos citados em tais problemas, recorre-
se a algum tipo de esquema de linearizagdo ou
inscri¢gdo do modelo tratado em outro do tipo
politépico, que sao, reconhecidamente, procedi-
mento conservadores.

Nessas mesmas linhas, algumas técnicas que
apresentam os mesmos inconvenientes, mas que sao
de particular interesse para este trabalho por apre-
sentarem exemplos numéricos com potencial para
comparacao de resultados, siao as que propoem
Fungao de Lyapunov (FL) afim-quadratica [7,13-15]
e biquadratica [9].

Em [1], os autores propuseram um método ba-

40 « rmeT (],

seado em grade paramétrica para a analise de es-
tabilidade de sistemas LPV que consegue tratar as
dificuldades das técnicas classicas de gradeamento
do dominio paramétrico pelo uso da Transfor-
mada Haar (TH). Ou seja, o método se baseia
na teoria wavelet Haar [16,17] para suplantar as
limitacoes dos esquemas de gradeamento clas-
sicos que sdo relacionadas principalmente com a
falta de garantia de estabilidade e desempenho
para o dominio paramétrico continuo. A novidade
da abordagem proposta reside no uso da teoria
wavelet para garantir a satisfacao das restrigdes no
dominio paramétrico inteiro, mesmo quando uma
grade paramétrica arbitrariamente esparsa é con-
siderada. Isso representa um grande avango em
relacao aos métodos tradicionais de gradeamento,
que nao fornecem tal certificado sem a realizagao
de testes de verificagao suplementares.

No entanto, os resultados tedricos envolvidos
em [1] nao sao sistematicos nem construtivos de
um ponto de vista numérico, requerendo ma-
nipulagoes algébricas especificas para cada siste-
ma e para cada classe de fungio de parametro da
matriz de estados. Mais recentemente, os autores
de [18,19] introduziram novos algoritmos basead-
os em TH, derivados daqueles resultados, que sao
adequados para implementagdo pratica e evitam
manipulagoes analiticas e algébricas complexas
quando uma ampla classe de dependéncias
e dominios paramétricos irregulares sio
considerados.

Este artigo introduz novas caracterizagoes do
tipo Desigualdades Matriciais Lineares (LMI, do
inglés Linear Matrix Inequalities) para analise de
desempenho robusto tipo de sistemas LPV com
ganho £, garantido, por meio do uso de FL as-
sintoticamente L,-quadraticas, com base nos
algoritmos apresentados em [18,19]. Ou seja, o



VOL.37 N°2 2020

novo método apresentado aqui estende as van-
tagens dos algoritmos de analise de estabilidade
em [18] para a anélise He .

Para uma dada matriz real M € R™™, M'de-
nota a transposta, M|l é a norma 2 induzida e
M é o (p,g)-ésimo elemento. I denota a matriz
identidade de dimensao n. Nso(Rso) e Ni(R;)
denotam, respectivamente, os nimeros naturais
(reais) ndo negativos e estritamente positivos. A
notagao S(M)2 M +M" ¢ utilizada para simplifi-
car expressoes matematicas longas. §n represen-
ta matrizes reais simétricas de dimensao n. Para
M, N € S™ | anotagio M >N (M > N) significa que
M — N ¢ positiva (semi)definida. Além disso, a
notagao -M < N significa que ambas as desigual-
dades M < Ne-M < Nsao satisfeitas. £;(R) de-
nota o espago de fungdes quadraticamente in-
tegraveis e #2(N) denota o espago de sequéncias
quadraticamente somaveis. Para o mapeamento
matricial M: R™ = R™™, M(:) € L,(R™™)  significa
MPI(-) € Ly(R), para todo (p,q). O produto inter-
no de duas fumng()es f,9 € L(R) ¢é denotado por
©@),9@) = | f®g()d6. Para dois mapeamen-
tos F:R - R™™ e g:R—> R, (F(6),9(6)) repre-
senta uma matriz cujo elemento (p,q) é dado por

(FP9(6),9(6)) -

2. Fundamentacao tedrica

2.1 Sistemas LPV

A estrutura dos modelos LPV ficam em um
campo intermediario entre a dinamica linear e
a nao linear, sendo descrita por equagoes dife-
renciais lineares cujos dados dependem possivel-
mente de uma forma nao linear dos parametros
que variam no tempo e podem depender da di-
namica do préprio sistema [20].

Por meio de uma escolha apropriada dos
vetores das variaveis de estado x, da entrada ue da
saida y, pode-se, em geral, obter um modelo nao
linear em relacio ao vetor de estado, mas linear
em relacdo a entrada, da seguinte forma [20]:

x(t) = A(6(D)x(®) + B(6(D))u(t),

y(t) = €(8(0))x(t) + D(6(D))u(t). (1)

As matrizes A(8(t)), B(O(1), C(H(1)) e D(O(L))
, cujos elementos sao supostos pertencer ao espa-
¢O L,(RM), sao de dimensoes compativeis com as di-
mensoes do vetor de estado, dos sinais de entrada
e de saida, e definem completamente a dinamica
do sistema. O vetor de parametros 6 em (1) é su-

posto evoluir em um dominio compacto ®, com

o) _
. dt - . .

hiper-retingulo ©,. A despeito de que a técnica

taxa de variacao 6(t) pertencente a um
apresentada neste artigo ser aplicada ao caso de
dependéncia paramétrica vetorial, a fim de sim-
plificar a apresentagao, sera considerado somente
o caso de parametro escalar.

2.2 Analise de desempenho robusto H_

O ganho induzido pela norma £z de um siste-
ma LPV modelado por , é descrito como a maior
razdo possivel entre a norma £2 do sinal de saida
y(/) e anorma £, do sinal de entrada , para um
conjunto de sinais de entrada quadraticamente
integraveis. O ganho L2 pode ser representado
pelo menor 1 que satisfaz

[[60 hojasr [ w0 w)a @

Teorema 1 [19,21]: Para um sistema LPV , con-

trolavel, as seguintes sentengas sao equivalentes:
a O
tivo em

sistema é estritamente

dissipa-
relacio a razao de alimentacio
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sw,y) =—nu"u+n"'y"y e possui funcio de arma-
zenamento quadratica dada por V(6,x) = x"P(9)x

b) O sistema de Desigualdade Linear Matricial
Parametrizada (PLMI, do inglés Paremeterized
Linear Matrix Inequality) é satisteito

P(6) = PT() > 0, &)

P(6) + AT(9)P(0) + P(9)A(6) P(6)B(6) CT(6)
BT (9)P(6) -l DT(O)| <0
() DO) -l )
¢) O ganho £, do sistema (1) é limitado supe-
riormente por 1).

2.3 Transformada Wavelet Haar

A TH ¢é uma Transformada Discreta Wavelet
(TDW) que permite uma representacao de di-
mensdo infinita de fungdes quadraticamente in-
tegraveis [19,20]. Considere as fungbes escala (¢)
e wavelet () definidas como

1,se0<6 <1,
0, caso contrdrio,

1,50 <6 <05, ®)
PO = {-1,5€05<6<1,

0, caso contrdrio.

PO = {

Estas duas fungoes geram uma familia de fun-
¢oes que sdo usadas para decompor e reconstruir
um sinal ou uma fungio em £L,(R). _

Asfuncoes ¢y (6) 2 ¢(6 — k) € wix(8) £ 22p(2/6 — k)
geram o espago LZ(R), e a expansao de Haar de
uma matriz de fungdes M(6) € LY(R™™) , ie.

M(6) = My_(9), ¢ dada por

© 2/-1
Moo 2 Mogo@ ) D M@, (6)

42 « rmet (],

em que
My 2 (M(6), $o(0)) and M, 2 (M(6),9;,(0)).  (7)

2.4 Limites superiores para residuos
matriciais

A TH de uma matriz de estado M(®), é dada
por MZJ(Q), em que J € o nivel de.truncamento, e
sua soma infinita pode ser reescrita como

M(6) = My, (0) £ My (6) + My, (6) ®)
em que

J 2/-1
M, 000 = Moo(00) + ) D Michiu(00) ()

S 2/-1
My (6 =Z 2 M, b (0
25( ) =1 k=0 ],kd’],k( )

é o residuo. Note que MZJ(G) é constante por

(10)

partes e pode ser interpretada como um tipo de
discretizacao de M(®). Sabe-se que na TH, os
coeficientes de mais alta resolugdao sao aqueles
com mais baixo nivel de energia. Logo, para J>1,
o residuo M, (®) carrega informagao pobre ou
irrelevante e MZJ(G) ¢ uma aproximacao bastante
precisa de M(0).

Em [1] os autores demonstram que exis-
tem fungbes reais positivas constantes por parte
{am(8)}2 2L, para qualquer J, tal que

M5, @)l < Shzdam @), veeo. (1)

Contudo, o célculo de a  para fungoes de de-
pendéncia paramétrica geral envolvem analises
nao triviais. Esta dificuldade foi suplantada pelos
algoritmos apresentados em [18,19] que calculam
numericamente os limitantes superiores dos re-
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siduos de matrizes com qualquer tipo de depen-
déncia paramétrica.

3. PILF via TH para desempenho
robusto

Nesta se¢do, sdo apresentados novos algo-
ritmos para a andlise de desempenho para FL
Independentes do Parametro (PILF, da sigla em
inglés para Parameter Independent Lyapunov Func-
tions).

3.1 Expansao de Haar Truncada da matriz
da dinamica e limitantes superiores de
residuos

Para um nivel de truncamento /, considere os in-
J+1
. i-1 i 2
tervalos continuos ¢, = SIS Ui=1 {0, =9,

c e como o conjunto discreto dos 9j+1

), com

2J+1

€ Djei £{03 o

pontos equidistantes

2i—1

bi=—5m7 0i €0,

(12)

Note que M, (6) em ¢ uma matriz de fungdes
constantes por partes cujos valores discretos das cons-
tantes sio My, (6y), 6; € Dy,

Entdo, dados M(8) € LI (R™™), O e J, é possivel
calcular numericamente o conjunto de matrizes dis-
cretas My, (6:) V6; € D}, e o conjunto de matrizes de
residuos maximos para cada intervalo correspondente
®,;, da seguinte forma [18,19]:

Passo 1: Calcular M(;) para valores discretos
igualmente espagados (congelados) 8; = 2/2/" em
uma grade paramétrica fina Dj(; = (0,) % J: 1+1 o
,onde j* é escolhji*d(l) suficientemente grande tal
que  1{MPIOD}_ ey = IMPAO)II,wy Vo,
de forma a evitar perda de informagéo. O inteiro j
* deve ser escolhido, ao menos, maior do que /+2

e, para um dados limiar § « 1 um valor adequado

para j* é alcangado quando o nimero 2/ +1 de
valores amostrados de M7 (0) é tal que Vpq:

2014

2/ +1
[ ;

(EICh) i N ¢

L@

42(2) |

* Passo 2: Calcular a TH de M(6;) conforme (6),
mas truncando o primeiro somatorio em j=J e guar-
dando os primeiros 2! coeficientes wavelet, | > ]* ,

My (67) = M(6;) — Mz, (6;) »
v6; € D,%, assim como em (8);

* Passo 3: Selecionar Mzg(ei), vo; € D]@i, como
as matrizes cujos elementos sdo os maximos ab-

para obter My, (67) e

solutos dos residuos dos respectivos elementos de
My, (67) para cada um dos 2'"! intervalos ©, de ta-
manho 2" ~'-!) ie., para cada conjunto de valores
(i—1D2" 1 4+1<?2< )2/ 1,
* Passo 4: Selecionar os valores My (6) nos pon-
. E
tos médios de ®J‘ e calcular ||My (8)] € seus re-
1
siduos maximos para os intervalos correspon-
o 0
dentes ||Myz_(6))||- V6; € Dy.

3.2 Condicoes suficientes para desempenho H_

Considere a representacio em espaco de
estados de um sistema LPV, com dependén-
cia paramétrica geral, multiplas entradas e sai-
das em , em que os elementos das matrizes
A(8(1)), B(O(1)), C(8(t)) e D(B(t)) sao fungdes do
parametro 6(t) € L3(R) considerado escalar. Ad-
mite-se que tanto o parametro quanto a sua taxa de
variacao evoluem em dominios compactos, ou seja,
O(HEO e O'(HEO, , respectivamente. Dado um nivel
de truncamento /, obtém-se os conjuntos de matrizes
truncadas AT_J(GZ. ) By (6)), CZJ(Gi ), DZJ(Gi) e os limites su-
periores correspondentes, 145, 0|} 1B, @l ITs:60b
D, (8]} calculados ve, e Dy

O seguinte teorema apresenta uma condigao su-
ficiente baseada em um ndmero finito de restri¢des

[ I R
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para a existéncia de uma FL independente do
parametro tal que o sistema LPV em tenha ganho
Ly <7,

Teorema 2: O sistema LPV em , suposta-
mente controldvel, tem ganho £z <7 se existirem
Y ER; e P € S™ tal que o seguinte problema de
otimizacao do nivel de desempenho 1 € Ry te-

nha solugao, g, € 9, = {6} 1221 cé’
g
sujeito a P>0 (13)
P-yI <0 (9
Ny, (0 + 2 (v || Nz, 0) || + || Wz, @) [|) Teman <0 (15)

S(PA);](H,-)) PB;,(Hi) CE,(Gi)

Nz, (6) =| B (6P ~nl, DY)
C5,(8:) Dy ®;) -l

_ Ay (6;) By .(6) 0O
Nz, ) =] o 0 o|¢

0 0 o

0 0 o

Ny,@)=| 0 0 0

’ C5.(6;) Ds.(6;) 0

(]

Prova: Conforme Teorema 1, o sistema LPV (1),
controlavel, tem ganho £ limitado superiormente
por 1) se, e somente se, existirn ER, e P€S§" e, tal
que o conjunto de PLMI (3) e (4) seja satisfeito para
todo 0() € ©.

As matrizes AO()), B(O()), C(O()) e D(O(t)) em
(1), sdo substituidas em (4) por suas expansoes de
Haar truncadas e respectivos residuos resultando
em:

a4 « rmet (],

s (PAE](B)) +5(PAg,(0))
B, (6)P + BT, (6)P
€5,(0) + C5,(0)

PB;,(0) + PB;,(6) C5,(0)+CL(0) (16)
N D, (6) + D}, (6)| < 0
D5,(6) + D5, (6) -l
Separando o conjunto de PLMI  em duas

partes, a primeira com as expansoes truncadas e
a segunda com os residuos, obtém-se:

S(PA);](H)) PBy,(6) CF,(6)

BL ()P  -nl, D} (6)
Co(®)  D(6) -l )
5(PAs(0)) PBy,(6) C5.(0)
+| Bi.(O)P 0 D} (6)| <0,
C5.(0) Ds.(6) 0

que pode ser reescrita como
Ny, (6) + PNy, (6) + Ni, (0)P + Ny, (0) + Ni_(6) <0 (18)

em que

S(PA;](G)) PB;,(6) C5(0)

P 0O
Ny, ©®)=| BL0)P  -nI,, DE@®) P=[0 0 o],
00
€5,(0)  Dy(6) -l
[4;,(6) Bs.(6) O
N, ) =] o 0o ofeN
0 0 0
0 0 0
Ny, (0)=| O 0 0
C5.(6) D5, (6) O
Uma vez que P €S", a restricdo implica

[IPll = v. Entdo, OVED,
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PNy, (6) + N5, (0)P < || PNy, (©) + NE, (0P Insmap

< 2|, ||N):‘g1 (9)” Lyvmip < 2y ||N£gl(9)|| Lyvmp- <19)
Como os elementos de N, (0) sdo, por

~ J =
construcdo, constantes por partes, entdo

V6 € 6;, e V0; € D} , para cada um dos 2*! inter-
valos as relagdes a seguir sao verdadeiras:

N3, (8) = Ny, (0), com [Ny, O] < [Nz, 8)]| €

_ (20)
1Nz, @] < [[¥, 60
Portanto,
Nz, (6) + PNy, (6) + N%, (0)P + Ny, (8) + N, (6) < ©1)

Nz, (0 + 2 (v | Nz, 0) || + || Wze, @) ||) Ensmsp < O

Desta forma, o conjunto de desigualdades im-
plica que o conjunto de PLMI ¢ uma condigao
suficiente para que o ganho £; <17, no caso de
uma variavel de Lyapunov independente do
parametro P.

4. PDLF via TH para desempenho
robusto

A utilizacao de FL Dependentes do Paramet-
ro (PDLF, da sigla em inglés para Parameter
Dependent Lyapunov Functions) para a andlise de
desempenho pode reduzir o conservadorismo
no Teorema 2. Considere inicialmente a seguinte
funcao constante por partes construida por fun-
¢oes da base Haar [18]:

ZG+1

im0 1QnPn(26710) (22)

Q) =

onde @, €S"eG €N, e a matriz candidata
P(0) é dada por

2G+1_1

PO)2 [Q0)0) T (0u0 +$n(2°0)

(22)

onde QneQn€S™, h=0,--,26"1 -1 50 va-
riaveis a serem determinadas. A matriz candida-
ta de Lyapunov P(0) em ¢ afim por partes, mas
nao necessariamente continuamente diferencia-
vel por partes. Assim sendo, algumas restri¢oes
devem ser impostas sobre as variaveis Qp .

Lema 1: [18] Considere
Q eSS h=0,-,21—-1 e @, € S". A funcio aim
por partes P(0) em também é continuamente di-
ferenciavel por partes se e s6 se Qn, h=0,--, 26+!
— 1, for obtida recursivamente da seguinte forma
= h ro
=) (@-1-0)zmt Q. (24)

Suponha agora vd(t) € @eld(t)|<p € R,.
Dado um nivel de truncamento /, obtém-se os con-
juntos de matrizes truncadas e os limites superiores
correspondentes dos residuos das matrizes do mode-
lo em espaco de estado do sistema LPV em (1). Con-
sidere também P (0)) e P;.(6;) , o truncamento e o
residuo da matriz candidata P(#) . Entao o teore-
ma a seguir estabelece uma condigao suficiente
baseada em um ntmero finito de restri¢des para
a existéncia de P(0), tal que o ganho £, <7 :

Teorema 3: O sistema LPV em , suposto con-
trolavel, tem ganho L,<n se existirem matri-
zes Qo €S", Qn €S, 0=<h=2¢*'-1, obtidas re-
cursivamente conforme o Lema 1, e escalares

VipVe, > 0E€ER,, 1<i<2/4,
problema de otimizagao do nivel de desempenho

tal que o seguinte
n € R tenha solugdo, vg; € DP c 6:
1A

min n
(Vsi.Y]i.@o.Qh)

sujeito a Py, (6:) = veIn > 0,

(25)

¢ rmer - 45
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PE](QL') - y]lln <0, (26)
[ VEiIn Plg(el'):l >0, (27)
PZ'g (91) yEiITL
QO + Sy, O, O)) + 21, || iz, @) | Fnvmrp +
- _ o 28
29, (|| P, @) || + || Pz, @)||) v + 2 | s, @) | Fnsmap < 0
em que
+pQ(6;) 0 0 Py (6;) 0 0
Q0 =| ©° T 0 Py 00 = Elo ) 0 0]'
C:,(Gi) D):,(Gi) -l 0 o0 o0
[Az,(ei) By,(6) o] [ﬁzg(ei) By, (6) 0]
My B)=| o 0 ol My B)=| o 0 0
0 0 0 0 0 0
€
0 0 0
My, () =|_0 0 0
e [cxg(e,-) D.(6;) 0

Prova: Conforme Teorema 1, o sistema LPV
(1), controlavel, tem ganho £, limitado superior-
mente por 1) se, € somente se, existir 1 € R, e
P(6) € S™, tal que o conjunto de PLMI (3) e (4)
seja satisfeito para todo O(/)€O®.

Como yg; € Ry e Py (6;) €S™ entao (25) im-
plica em P;,(6)) > 0 e (26) implica em [Pz, )| <,
. Além disso, (27) implica em IPs. 0| <ve, e

—Ye; < P5(0) < vg; (29)

Ambos P(©) e sz(e) sdo, por
construgao, afim por partes e constante
por partes, respectivamente, entao

Py, (0) = Py (6;) e P5 () = P(0) — Py (6;), VO € 0,
. A partir desta igualdade e das condigoes (25) e
(26), tem-se que:

a6 « rmet (],

0< PE](BL) - ySiIn < P(H) < PZ](HL) + VEiIn-

Portanto, P(0)>0VO€O, que corresponde a (3).

Uma vez que a taxa de variagio 6 é linear em
(4), basta checar apenas os pontos extremos *p
do conjunto ©,, para todos os valores admissiveis
de 0. Analogamente ao Teorema 2, as matrizes do
modelo em espaco de estado A(0(2)), B(0()), C(6())
e D(O(/)) em e a matriz de Lyapunov candidata

P(0), sao substituidas em (4) por suas expan-
soes de Haar truncadas e respectivos residuos,
resultando em:

Q1 (6) + My, (6) + M, (6) + S(P5, ()M, (6)) + S(Ps, (O)My,, (6))

+5(Ps, (O)Ms), (6)) + (P5, ()M, (6)) < 0. 31)

em que
Q06 0 0 A;,©) By @) 0
u@®= 0 o 0 Mrh("):[ Elo ) Elo ) 01(32)
€y©) Dy©6) -, o 0 o0
A5.(8) By, (0) © 0 00
M;Sl(a)=[ 0 0 0]. My, @)= © o 9
o o o C5,(6) Dy, (8) 0
P,;I(B) 0 0 Py(6) 0 0
Py, (0) = 0 0o ol e P ®= 0 00
o 0 0 0 00

Os trés ultimos termos em podem ser substitui-
dos por seus limites superiores:

SPHEOM(H(0)) < 2[|Py ()M (0) [ Ensmep-

Como Q(0) e PZJ(G)séo constantes por partes,
V6 € 0;e V0; € D}, as seguintes relagoes sao verda-
deiras para cada um dos 9/+lintervalos, i.e., para
i=1,.,2""

QO)=Q(®_) (33)

Py, (6) = Py, (6)), com [|P3, (0)]| < [|P5. (6D (34)
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My, (6) = M, (6, com My, @) = [[#z 00 (35)

Mz, @] < [[#5,, 00 (36)
2|| 5, @] | Mze, @) Insmen < 20, ||z, @] nsmsps (37)
2||P5, @) || M), @] e < 27 || My, @] Frsmsr (38)

20P5 @) | Mse, ©)|| Fnsmep < 26, | s, @) | Tntmp (39)

Logo, utilizando as relagoes (37), (38), (39) po-
de-se reescrever (40) como , V0; € ngi-.

9. Exemplo numérico

Considere o seguinte modelo apresentado

em [22]:
_[-1-136 0,5—200
A0) = —-1420 —-2-1006/)
(14220 —-4+40,56
B(®) = -1-60 —-1-5601

cor=[y J.e@=[ o

em que 6§ € [0, 1] e & € [-10, 10]. Os autores de
[22], em sua técnica, obtiveram os valores de 1
utilizando as seguintes nogoes de estabilidade:
quadratica (Q), afim-quadratica (AQ) e bi-qua-
dratica (BQ).
 Para aplicar os métodos descritos neste artigo, cujos
principais resultados estdao resumidos nos Teoremas
2 e 3, tomam-se os dados numéricos do sistema
exemplo e seguem-se 0s seguintes passos:
e Passo 1: Para cada matriz do sistema, execu-
tar o Algoritmo da Sec¢ao 3.1, a fim de obter os

dados numéricos associados as suas expansoes
Haar truncadas, para um dado nivel de trunca-
mento J e G, conforme o caso;

* Passo 2: Escrever em cédigo computacional
Matlab as PLMI (14) a (16), do Teorema 2, ou
as PLMI (26) a (29), do Teorema 3, conforme
0 caso;

* Passo 3: Resolver o problema de otimizagio
dos Teoremas 2 ou 3, conforme o caso, utili-

zando um solver SDP do YALMIP 1.
Aplicando o Teorema 2, para diferentes

niveis de truncamento /, e otimizando os va-
lores de 1, obtém-se os resultados apresenta-
dos na tabela 1 Verifica-se que, conforme J au-
menta, o valor de n tende a 7,5848, o mesmo
valor obtido por [22] para P independente de
0 (curva Q da Fig. 1). Calculando também a
norma He para valores fixos do parametro,
ponto a ponto, no intervalo 6€[0, 1], encontra-
se o valor maximo de 1=5,5798, conforme
a Fig. 2, sendo assim menor que o valor de
n=7,5848 obtido para uma FL independente
do parametro, como era de se esperar. Na ta-
bela 1, também sao apresentadas as estimativas
de n para as condig¢oes necessarias obtidas sim-
plesmente testando as PLMI e do Teorema
1, para P=P" >0 constante, , sendo este o
procedimento adotado pelo método LPV clas-
sico de gradeamento do dominio paramétrico.
Observa-se, pela reproducdao dos resultados da
tabela 1 na figura 1, que estes testes resultam em
limitantes inferiores (estimativas otimistas, nao
garantidas, para o limite superior da norma H )
para os valores de ) fornecidos para as condigoes
suficientes do Teorema 2 (estimativas pessimistas
para o limite superior da norma H_, cujo conser-

vadorismo diminui assintoticamente).
Aplicando o algoritmo do Teorema 3, para

'https:/ /yalmip.github.io/allsolvers/
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FL com P(0) suportando uma dependéncia
geral (£,Q), para J = 13, G = 0,1,2,3, com
p€[0, 10], comparam-se com os graficos de
estabilidade quadratica (Q), afim-quadritica
(AQ) e bi-quadratica (BQ) de [22] e tém-se os
resultados representados na figura 3. Como era
de se esperar, os resultados obtidos pelo méto-
do (£,Q) sdo menos conservadores que os apre-
sentados por [22]. Neste caso, P(0) possui uma
dependéncia paramétrica mais geral e menos
restritiva, provendo maior grau de liberdade
na busca de uma FL viavel. Observa-se tam-
bém que, a medida que G aumenta, as curvas
nxp tendem a se aproximar entre si, indican-
do a proximidade de uma saturagao em G e da
utilizagao da liberdade maxima oferecida pelo
espaco L, para a busca de uma FL dependente
do parametro. Pode-se verificar que todas as
curvas nxp obtidas neste trabalho e naquele de
[22] tém, como limite inferior, o valor maximo
da norma do sistema (||H(0_1)||) para todos os
pontos fixos do dominio paramétrico e, como
limite superior, o valor obtido para P constante
que considera ilimitada a taxa de variagao pa-
ramétrica, ou seja, 11(p)€[5,5798;7,5848]. Esta é
uma propriedade conhecida dos sistemas LPV.

Tab 1 - Valores de 1] para o Exemplo Numérico com FL
independente do parametro.

J 1)- Teorema 2 1) - Cond. Suficiente
5 26,2483 7,5046
6 12,7782 7,5447
7 9,7900 7,5648
8 8,6264 7,5748
9 8,0945 7,5799
10 7,8374 7,5824
11 7,7106 7,5837
12 7,6475 7,5843
13 7,6161 7,5846

J 1)- Teorema 2 1) - Cond. Suficiente
14 7,6004 7,5848
15 7,5925 7,5848
16 7,5886 7,5848
17 7,5866 7,5848
18 7,5856 7,5848
19 7,5851 7,5848
20 7,5849 7,5848
26 : T ‘ :
1 = = +Tgorema 2
24r it ====:Condigdes necessarias | |
1 —Q(y=7.5848)
[ 1
L | |
1
18- Y
|
16 k
\
4 | R
1
2r A
A
10+ \\
g ~
el rra 1
R i
6 ;/
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fig. 1 - Valores del] para o exemplo numérico com FL inde-
pendente do pardmetro.

6

] 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(]

Fig. 2 — Norma , do sistema do exemplo numérico, obtida
para valores fixos de 6.
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por se basearem em condigdes somente necessarias

10—
- H devido a caracteristica inerente ao paradigma de
1 »
: : Lyapunov de dimensionalidade infinita e presenca
81 g 1
! # de infinitas restri¢oes, as técnicas de discretizagao
! .. . L . . .
! do dominio paramétrico via TH, objetos deste es-
6 3 1 .
: tudo, garantem a estabilidade e o desempenho,
Q 1
=7.5848 - . .~ .
M S [ a pois se baseiam em condicoes suficientes. Essas con-
4+ R - . . ,
- dicoes sao obtidas pois os residuos do truncamen-
: — 5 (): J=13,G=0.Teo 3 N .
. —— £2Q: 1-13,6-1Te0 3 to da expansao Haar das matrizes de estado e de
1
2r, e £30): J=13,G=2.Teo 3 ~ ~ . . .,
: L0 1 T 3 Lyapunov nao sao negligenciados, mas substituidos
! - = = |6 | = 5,5798 nas PLMI por seus limitantes superiores.
0 : . : . - )
- e — p P Este artigo apresenta a extensdo dos resulta

n dos sobre analise de estabilidade via TH exposta

Fig. 3 — Valores de 1 obtidos pelo uso do Teorema 3, para o
Exemplo Numérico, com J = 13 e diferentes valores de G, p
comparados com os resultados de [22].

6. Conclusao

Contrariamente aos métodos LPV classicos de
gradeamento do dominio paramétrico, que fal-
ham na garantia de estabilidade e desempenho

em [18], para a andlise de desempenho robusto
H_oode sistemas LPV. Sistemas exemplos com de-
pendéncias paramétricas simples foram utilizados
para permitir comparagdes dos resultados obti-
dos com técnicas de desempenho bi-quadratica e
afim-quadratica encontrados na literatura, embora
qualquer tipo de fung¢do de dependéncia no espago

possa ser considerada sem restri¢oes adicionais.
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